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Chapitre 6
Séries numériques

Exercice 1 :
(i) On a
N

N

1 1 1 1
Z=Z(— ):1_ .
—nn+1) ‘=\n n+l N +1 No+oo

donc la série converge et sa somme vaut 1.

(ii) On a
SR R
“n—1 Vo Vn+l “Zn-1 Vn “ZVn+l Vn
1 1 1
VN JVNF1 V2
1
— 1-—,
N—+oc0 2

donc la série converge et sa somme vaut 1 — —.

V2
(iii) On a

—r —+o00,
N—+o0

N N
Zln <n+ 1> = Zln(n—i— 1) —In(n) =In(N 4+ 1)
n=1 n=1

n

donc la série diverge.

(iv) Ona
,ﬁ;ln (1_7112> :iln((n—%nﬂ))

N
=Y In(n+1) - 2In(n) + In(n — 1)

n=2

N N
=> In(n+1)—In(n) + Y In(n— 1) — In(n)
n=2 n=2

=In(N+1)—1In(2) —In(N) =In(2) + In (1 + !

— —1In(2),
N—+oco

donc la série converge et sa somme vaut — In(2).
Exercice 2 :
Z ka* est divergente.
(ii) Pour |z| < 1, on a l'égalité

n+1

En dérivant cette égalité, on trouve

- 1 —(n+1)z"(1—2)+ (1 — 2™t
2k e ’

puis en multipliant par z, on obtient

ikmk _ x_(n + 1);5'”((11—_3;)>;,_ (1 _ xn+1)‘

k=0
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(i) Si |z| > 1, alors la suite u, = kz* ne converge pas vers 0, donc la série
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(iii) Comme |z| < 1, on obtient avec 1’égalité précédente

n

. ko x
ngrfoo — kit = (1 —,CE)Q’
donc la série Z ka* converge et sa somme vaut ﬁ
Exercice 3 :
(i) Pour tout N € N, on a
N N
n+1 1
Zru—Zm+Zm Zn_l 2

n=0 n=0 n=1
N—
1
SIS
— n! n! N—+oo

donc la série converge et sa somme vaut 2e.

(ii) En écrivant n? —2=n(n — 1) +n — 2, on a pour tout N € N

9 N N
n® —2 n(n—1) n 1
D e D e D Db Bk B
n=0 n=0 n=0 n=
N N N
1 1 1
= E + E —2 E =
— 2 —1)! |
o (n—2)! —~ (n—1) —n
N—2 N-1 N
1 1 1
= — + — -2 E — 0
n! n! n! N—4oo
n=0 n=0 n=0

donc la série converge et sa somme vaut 0.
(iii) En écrivant

nd=nn—1)(n—2)+3nn—1)+n

on obtient en procédant comme ci-dessus

in _Nnn—l)( 2)+3in(n—l) in
nl | ] nl
n=0 n n=0 n n=0 n n=0 n
N N N
1 1 1
= +3 +
_ | _ | _ |
DBy P Dy [P DY sy
N-3 1 N-2 1 N—-1 1
=Y =43Y =+ Y = e
n! n! n! N—+4oo
n=0 n=0 n=0

donc la série converge et sa somme vaut Se.

Exercice 4 : On note u, le terme général de la série.
(i) On distingue trois cas.

e Cas |a] > 1. Dans ce cas, on a

1
"t @2 a|n

. 1 . . .
Or la série E W est une série géométrique convergente, donc la série
a

E uy converge absolument, donc converge.

e Cas |a| = 1. La suite (u,) ne converge pas vers 0, donc la série E Un,
diverge grossiérement.
e Cas |a] < 1. Dans ce cas, on a

Or la série E la|™ est une série géometrique convergente, donc la série
E u, converge absolument, donc converge.

Finalement, la série E uy, converge si et seulement si |a| # 1.
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(ii) La suite u, est strictement positive. On a

~ (n+1)! n" l—a 1 \"
N (n + 1)aln+1)  pl =(+1) ! n+1 '

De plus, on a avec un développement limité

1\ 1
1-— =exp|naln|1-—
(1-i) oo (o (1-157))

na

n
= &P <_n+1+0<n+1>>

n—>—+)oo exp(—a).

Un4-1
Un,

On en déduit que

w +00 s1 a<1
. 1 _ .

lim — — el si a=1
notee U 0 si a>1

Finalement, d’apreés le régle de d’Alembert, la série Zun converge si et seule-
ment s1 a > 1.

Exercice 5 : On a l'inégalité

sin(t t

0<
1+t 144

vt € [0, 7],

donc en intégrant, on obtient

w/n 2
0<u, < / tdt = —.
0

n2

1 : i .
Or E — est une série de Riemann convergente, donc la série E Uy, est conver-
n

gente par comparaison.

Exercice 6 : On note (uy) le terme général de la série que 1'on étudie.

1
. . .. ) L.
(i) La suite (uy) est positive et on a uy, fod 2/n*. Or E s est une série de

Riemann convergente, donc g Uy, CONVerge par comparaison.
(ii) On a l'inégalité
2

Vn € N, on

1 . .
Or E on est une série géométrique convergente, donc E Uy COnverge par
comparaison.

(iii)

On a uy, o 1, donc la suite (u,) ne converge pas vers 0 et E uy, diverge
o0
grossiérement.

(iv)

La suite (|uy,|) est strictement positive et on a

[unt1]  (n41)* 47 1
T St S

||

donc la série Zun converge absolument d’apreés la régle de d’Alembert,
donc elle converge.

La suite (uy) est positive. En multipliant par l'expression conjuguée, on
obtient

1 1 VnP+l-vn2—1
e —1 VPl V2 +1)(n2—1)
B 2
\/n4—1(\/n2+1—|—\/n2—1)
1
o0 n3’

1 . .

Or E —; est une série de Riemann convergente, donc g Uy CcONverge par
n

comparaison.
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(vi) Avec un développement limité, on a
1 1 1 1
U, =e—exp(nln(1+ — =e—exp(n|—-——=—+o0(—=
n n  2n?2 n2
1 1 1 1
=€ —exp 1—*—'—0 — =e—e-exp —— 4o —
(-2 (i)) (3 (3))
= DY (L ) I € >0
—ee on 7\ n o T %\n) e T

1 . . . .

Or g — est une série de Riemann divergente, donc g Uy, diverge par
n

comparaison.

Ona lim n?u, = 0 par croissance comparée, donc pour tout entier n € N
n—+00

suffisamment grand

(vii)

Ognzungl

1 . .
Or E — est une série de Riemann convergente, donc g Uy, converge par
n
comparaisor.

(viii) En utilisant 'inégalité sin(x) < x et en majorant le cos par 1, on obtient

1 L. .
Or E — est une série de Riemann convergente, donc E Uy converge
n
absolument par comparaison, donc elle converge.
(ix)

. . 1 :
La suite (uy,) est positive et on a uy, o 72/2n2. Or E — est une série
o0 n

de Riemann convergente, donc g Uy CONVErge par comparaisom.

(x) La suite u, est strictement positive et on a

1 n
=(1- .
< n+1)

(n+1)!  n"

Unp+1 ]
N (n+ 1)t pl

Un

De plus, on a avec un développement limité

1 L ! In(1 1
— = eX nin e
n+1 P n+1
n n

On en déduit que (u,41/un) converge vers e~ < 1, donc la série Zun
converge d’aprés le régle de d’Alembert.

La suite (u,) est positive et ona lim n?u, = 0 par croissance comparée.
n—-+o0o

On en déduit que pour tout entier n € N* suffisamment grand, on a

1 . .
Or E — est une série de Riemann convergente, donc g Uy, CONVErge par
n
comparaison.

(xii)

La suite (u,) est strictement positive et on a

(n + 1)n+1€7(n+1)2

1 n
= = (1 + ) (n+1)e 271,
n

nhe—n’

Un+1
Un,

De plus, on a avec un développement limité

(1- 1) e (ot (1= 1)) =t 4001

On en déduit que (up+1/uy) converge vers 0 < 1, donc la série Zun
converge d’aprés le régle de d’Alembert.

— €.
n—-+oo

(xiii) La suite (uy) diverge vers +oo, donc Zun diverge grossiérement.

(xiv) En utilisant la formule d’addition du sinus, on a
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(xv)

(xvi)

(xvii)

(xviii)

. 1 . .
On en déduit que |u,| ~ 7/n?. Or E — est une série de Riemann
+oo n

convergente, donc Z u, converge absolument par comparaison, donc elle
converge.
La suite (u,) est strictement positive. On a
Unt1  (n+4 1)*sin(m /271
Un, n? sin(m/2")

n+1
N /2 1 <1,
+o0 71'/2” 2

donc Z uy converge d’aprés la régle de d’Alembert.
On a l'inégalité

vn e N*, < — < up,.

1 . . . .

Or E — est une série de Riemann divergente, donc g uy, diverge par
n

comparaison.

On a l'inégalité

— — 1) | —
0<u, < (n—1)(n—1)!+n! < (n—1) N 1 gz.
(n+2)! nn+1)(n+2) (nm+1)(n+2)  n?
1
Or Z o) est une série de Riemann convergente, donc Z Uy, converge par
comparaison.

La suite (uy) est strictement positive et on a

Upy1  2-4---(2n)- (2n 4+ 2) n" _2<1 1 )n

Un (n+ 1)n+1 2.4 (2n) 1

De plus, on a

1 \" 1
1-— =exp|nln|1-—
(1) =ew(om(i-153))

= LY L s exp(—1)
P n+1 © n+1 n—>+ooexp '

On en déduit que (un41/u,) converge vers 2e~! < 1, donc la série Z Up
converge d’aprés le régle de d’Alembert.

5/9

Exercice 7 :

1. On déterminer un équivalent de (u,) en utilisant des développements limi-

tés. On a
1 1 1 1
ln(n+1):ln(n)+ln<1+n> :ln(n)+n_2n2+0<n?>‘
2 2 2 1
ln(n+2)—ln(n)+ln<1+n> _ln(n)+n_rz2+0<n2>'
On en déduit
a+2b a+4db

n=1 b)1
tn = (1+a+B) () + = 0

. 1
ol —=].
n2
e Sia+b# —1, alors la suite (uy,) ne converge pas vers 0, donc la série

Z uy, diverge.

e Sia+b=—1et a+2b+#0, alors

a—+2b
Uy ~ = Uy,

1
Or la suite (vy,) est de signe constant et la série Z — est une série de
n

Riemann divergente, donc la série Zun diverge.
e Sia+b=—1et a+2b=0 équivaut & a = —2 et b = 1. Dans ce cas, on

a
1

|un| +r;o ﬁ’

. 1 . . .
or la série g — est une série de Riemann convergente, donc la série
n
E uy, converge absolument, donc converge.

Finalement Z Uy converge si et seulement sia = —2et b=1.
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2. Pour calculer la somme de la série, on calcule la suite des sommes partielles.
Pour tout entier N € N avec N > 2, on a

N
Sy = Zln(n) —2In(n+1) + In(n + 2)
n=1

N N
= Z In(n) —In(n+1) + Z In(n +2) —In(n + 1)
n=1 n=1
=In(1) —In(N + 1) +In(N +2) — In(2) = —In(2) + In (%i)
— —1In(2),
N—+o00

donc la somme de la série Zun vaut — In(2).

Exercice 8 : On déterminer un équivalent de (u,) en utilisant des développe-
ments limités. On a

2
\3/n3—|—an:n<l—|—:2>1/3:n<1+a—a—|—0<1)>

3n2  9nt n4
+a a2+ 1
=n4+————+o|l—=].
3n  9n3 n3
et
3\2 3 9 1
W”’Z”(”m) :”(”m‘sm“@))
—n—i—i—i—i-o L
- 2n  8n3 nd /)’

On en déduit

e Sia#9/2, on obtient
a_3\1_
tn +oo \ 3 2 n_vn'

1
Or la suite (vy,) est de signe constant et Z — est une série de Riemann
n

divergente, donc la série Z uy, diverge.
e Sia=9/2, on obtient

Or la série Z % est une série de Riemann convergente, donc la série
Z u, converge absolument, donc converge.
Finalement Z u, converge si et seulement si a = 9/2.
Exercice 9 :
(i) On a l'inégalité

Vn e N, 0<max(un,v,) < Uy + vp.

Or la série E (un, + vp) est convergente, donc g max(up, v, ) est conver-
gente par comparaison.

(ii) On a l'inégalité
9 Uy, + Up
0 < (Vun — +/vn) &S 0 < Vupo, < 5

Or la série g (upn, + vy) est convergente, donc E v/ unvy, est convergente
par comparaison.

(iii) En utilisant la méme inégalité que dans (ii), on a

Uy Up, < u% v,% Uy, + Up

2(Uun +vn)  2(up + vp) 2

AN
Uy, + Up,

UpUn

Or la série Z(un + vy,) est convergente, donc Z est convergente

par comparaison.

Uy, + Up

6/9



Chapitre 6 - Séries numériques - Corrigés

Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free.fr

Exercice 10 :

1. La suite (uy,) est positive, donc 0 < e~ "= < 1. On en déduit que

e_unfl
0<up, = <

1
Vn € N*, —.
n n

On en déduit avec le théoréme d’encadrement que (u,,) converge vers 0.

2. Comme (u,) converge vers 0, on a

e Un-1 1

~  —

n +oon

Uy =

1
Or la suite (uy) est positive et Z — est une série de Riemann divergente,
n

donc E uy est divergente par comparaison.

Exercice 11 : On montre les deux implications.
o Si Zun converge, alors la suite (u,) converge vers 0. On en déduit que

Un ~ Unp, donc E Up COnverge par comparaison.
+oo

e Réciproquement, si Z vy, converge, alors la suite (v, ) converge vers 0. De
plus, on peut écrire
(T4 up)vy =up, < vy =us(l—1vy,),

donc u,, ~ wv,, donc E U, CONVErge par comparaison.
+00

Exercice 12 :

1. Si Zun converge, alors la suite (u,) converge vers 0. On en déduit que

Vp ~ Uy, donc g U, CONVErge par comparaison.
400
2. Siu, = n2, alors E u, diverge grossiérement. D’autre part v, ~ 1/ n?
“+00

1 : .
et g — est une série de Riemann convergente, donc E Uy, CONVErge par
n

comparaison. Ainsi, la réciproque est fausse.

3. On note M > 0 un majorant de la suite (uy). On a alors
0 < up < (1+ud)v, < (1+ M?)v,.
Ainsi, si Z vy, converge, alors Zun converge par comparaison.

Exercice 13 :

(i) La fonction

fi2 400 R, f(t) = ﬂ;(t)

est continue, décroissante et positive. D’aprés le théoréme de comparaison
série - intégrale, on en déduit que

1
Z nln(n)

Or pour tout réel 8 > 2, on a

Bat
/2 tIn(t)

1
Ainsi l'intégrale I est divergente, donc la série Z ﬁ
nln

n)

+o0
converge <~ I = / converge.
2

t1n(t)

_ B _ — In(ln 00.
= In(in(t)]z = n(In(8)) = In(In(2)) —> +

est divergente.

La fonction

Fil24oo[o R, f(t) = tlnl(t)

est continue et positive. De plus, f est dérivable et on a

In%1(t)(a + In(t))
t21In%e(¢) '

Vt € [2,4+00], f(t)=

Comme f/(t) < 0 au voisinage de 400, on en déduit que f est décroissante
au voisinage de +o00. D’aprés le théoréme de comparaison série - intégrale,
on en déduit que

1
Z nln(n)

+oo
converge <& I, = / converge.
2

tIn®(t)
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Or pour tout réel 8 > 2, comme a # 1, on a

[t [0, -

En prenant la limite lorsque a tend vers 400, on en déduit que I, converge

In'~%(2)
1—a

1
si et seulement si @ > 1. Finalement, la série Z m converge si et
seulement si a > 1.
(iii) La fonction
1
filAocl= R ) = S nmm®)

est continue, décroissante et positive. D’aprés le théoréme de comparaison
série - intégrale, on en déduit que

1 teo dt
ann(n)ln(ln(n)) converge & [ = /2 ¢ In(t) In(In(?))

Or pour tout réel 8 > 2, on a

A dt B 5
|| iy ~ n0n)]
= In(In(In(5))) — In(In(In(2))) — +oc.

B—+o0

1
nln(n)In(Iln(n))

converge.

Ainsi lintégrale I est divergente, donc la série Z est

divergente.

Exercice 14 : FEn encadrant les sommes avec des intégrales, on trouve

, . 1
(i) Sy ol 2¢/n, (it) Sy s In(n), (iti) R, ol
. 2 . 2
(v) Sy fod nln(n), (v) Ry fod N (vi) Sy fod nln“(n),
g 4v/2 — 2 In?(n)
(vit) Uy fod Tn\/ﬁ, (viii) Sy, fodiae

Exercice 15 :

1. On a 'équivalent
a

n? + a?

a
+o00 n2’

1
Or Z -3 Converge, donc la série définissant S(a) converge absolument par

comparaison, donc elle converge.

2. La fonction ¢ + a/(t? + a?) est décroissante et continue, donc on obtient

I’encadrement
. /" a dt
b n—1 t2 + a?’

En sommant ces inégalités pour 1 < n < N, on obtient
/N+1 a dt < /N a dt
. 2 +a? S Jo t2+a*

En calculant les intégrales, on obtient
A\ 1V N a A1V
[Arctan <)] < Z —5——5 < [Arctan <>} ,
ajly n“+a a/lo
m 1
5 Arctan <) < S(a) <

n=1
a

n+1

Wn € N\ {0, 1}, / a dt a

~
n  t2+a? T n?+a?

N

a
anQ_i_aQ
1

puis en faisant tendre N vers 400, on a

oS

3. Finalement, dans I'inégalité précédentes, les membres de droites et gauches
tendent vers /2 lorsque a — +00. On en déduit avec le théoréme d’enca-

, 7r
drement que GEIEOOS(@) =5
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Exercice 16 :

1. On montre que les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
e La suite (u,) est décroissante, car

1 n+1 dt
i1 =ty = (Hoyr —Inn +1)) = (Hy —In(n) = —— _/ <o
n

e La suite (vy,) est croissante, car

n+1

e On a

— 0.
n—-+oo

tn — vn = In(n + 1) — In(n) = In (1 N 1>

n
Finalement, les suites (uy) et (v,,) sont adjacentes.

2. Comme les suites (uy) et (vy,) sont adjacentes, elles convergent vers un réel
7. Autrement dit, on a u, = v+ o(1), ce qui donne H,, = In(n) +~v+o(1).

3. En utilisant la question précédente, on a

bn

S &= Hin — Han + = (In(bn) +7) — (in(an) +7) + o(1)

k=an

I (2) fo(l) — In (Z) |
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